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Zadanie 1
Dana jest przestrzeń miarowa (X, Σ, µ). Opisz σ({A ∈ Σ : µ(A) = 0}).
(Udowodnij, że to co podasz jest faktycznie sigma-ciaÃlem).

Zadanie 2
Na przestrzeni X dane sa̧ dwie miary zewnȩtrzne µ i ν.
a) Wykaż, że funkcja zbioru ξ(A) = max{µ(A), ν(A)} jest miara̧ zewnȩtrzna̧.
b) Podaj przykÃlad na to, że η(A) = min{µ(A), ν(A)} nie musi być miara̧ zewnȩtrzna̧
(wystarczy do tego przestrzeń X skÃladaja̧ca siȩ z dwóch punktów).

Zadanie 3.
Wiemy, że na prostej R z miara̧ Lebesgue’a λ, dla każdego zbioru mierzalnego A
o mierze skończonej i dla dowolnego ε > 0 istnieje zbiór otwarty U ⊃ A taki, że
λ(U) < λ(A) + ε.
Korzystaja̧c z tego wykaż, że dla dowolnego zbioru A (nawet miary nieskończonej)
i dowolnego ε > 0 istnieje zbiór otwarty U ⊃ A taki, że λ(U \A) < ε.

Zadanie 4.
Czy z mierzalności funkcji prostej f =

∑n
i=1 ai1Ai w postaci ogólnej (nie zakÃladamy,

że zbiory Ai sa̧ rozÃla̧czne) wynika, że zbiory Ai sa̧ mierzalne?

Zadanie 5.
Udowodnij, że miara Lebesgue’a na prostej jest “jednorodna”, tzn. dla dowolnego
α > 0 i dowolnego zbioru mierzalnego A zachodzi µ(αA) = αµ(A), gdzie αA =
{αx : x ∈ A}.
Wsk. A może wystarczy sprawdzić, że to zachodzi dla przedziaÃlów?
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